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Baume

ldee: Baume sind verallgemeinerte Listenstrukturen.

Nachfolger: Endlich viele Nachfolger eines direkten Vorgangers,
I.LAllg. (an)geordnet (erster, zweiter, dritter Nachfolger).

Ordnung: max. Anzahl von Nachfolgern.

Darstellung: (ungerichteter) Verbund von Knoten mit ausgezeichneter
Waurzel.



Rekursive Definition

1. Der leere Baum []ist ein Baum der Ordnung d.

2. Der aus einem einzigen Knoten bestehende Baum ist ein Baum der
Ordnung d. Die HOhe A ist O.

3. Sind t4,...,t4 beliebige, disjunkte Baume der Ordnung d, so erhalt man
einen (weiteren) Baum der Ordnung d, indem man die Wurzeln von
t1,...,tq zu Nachfolgern einer neu geschaffenen Wurzel w macht. Die
Hohe h des neuen Baums ist dann max{h(t1),...,h(tq)} + 1.

w ()

Festlegung: d = 2 Binarbaume, d > 2 Vielwegbaume.
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Beispiele

Ay A AN

Baum kein Baum kein Baum
(aber zwei Baume)



Knotentypen

Wurzel: Einziger Knoten ohne Vorganger
Blatt: Knoten ohne Nachfolger

Innerer Knoten: Jeder Knoten, der nicht Blatt ist



(Bin are) Suchb aume

Annahme: Total geordnete Menge von Schliisseln.

Charakterisierung: Die Schltssel im linken Teilbaum eines Knotens  p
sind alle kleiner als der Schllssel von  p, und dieser ist wiederum
kleiner als s amtliche Schltssel im rechten Teilbaum von .

Implementierung: (Schlissel ist Ganzzahl und ohne Stopper)

public class node{
node(int key){
this.key = key;
this.left = this.right = null;

Int key;
node left, right;



Beispiel (ohne Stopper)

Wurzel —
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15

/

S

39




Beispiel (mit Stopper)

Wurzel — 27

39

YYVYYY




Die Klasse searchTree

Gewunschte Operationen: Suchen, Einfigen und Entfernen

public class searchTree ({
searchTree() {
root = null;

public node find(int k) {...}
public void insert(int k) {...}
public void remove(int k) {...}
public void print(){...}

private node root;



Suchen im Suchbaum

ohne Stopper:

public node find(int k) {
return find(root, K);

}
node find(node p, int x) {
if (p == null)
/[Abfrage bei jedem Aufruf
return null;

else if (x < p.key)
return find(p.left, x);
else if (x > p.key)
return find(p.right, x);
else
return p;

10

mit Stopper:

public node find(int k) {
this.stopNode.key = Kk;
node tmp = find(root, k);
if (tmp != this.stopNode)
/[Abfrage am Ende
return tmp;
else
return null;

node find(node p, int x) {
if (x < p.key)
return find(p.left, x);
else if (x > p.key)
return find(p.right, Xx);
else
return p;



Einflgen im Suchbaum

1. Wir suchen den Schlissel im Suchbaum.

2. Ist die Suche erfolglos, so endet sie bei einer null -Referenz, an dem wir
den neuen Schlissel dann anhangen.

public void insert(int k) {
root = insert(root, K);

private node insert(hode p, int k) {

if (p == null) // Suche erfolglos

return new node(k);
else if (k < p.key)

p.left = insert(p.left,k);
else if (k > p.key)

p.right = insert(p.right,k);

/[ Schluessel schon vorhanden

return p;
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Sonderf alle

Die Struktur des resultierenden Baums hangt stark von der Reihenfolge ab, in
der die Schlissel eingeflgt werden. Die minimale Hohe ist [log, n| und die
maximale Hohe ist n — 1.

Resultierende Suchbaume flur die Reihenfolgen 15, 39, 3, 27, 1, 14 und 1, 3,
14, 15, 27, 39:

15
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Loschen eines Knotens

Wie kann ein Schlussel geloscht werden, sodass anschliel3end die
Suchbaumeigenschaft noch erhalten ist?

e \Wenn der Schlussel nicht enthalten ist, ist nichts zu tun.

e Wenn der SchlUssel in einem Blatt gefunden wird, muss lediglich das
Blatt entfernt werden.

e Hat der Knoten nur einen Nachfolger, so konnen wir ihn einfach durch
seinen einzigen Nachfolger ersetzen.

e Schwieriger ist das Problem, wenn der zu entfernende Knoten zwei
Nachfolger hat.
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Symmetrische Nachfolger

Definition: Ein Knoten ¢ heil3t der symmetrische Nachfolger eines Knotens p,
wenn ¢ den kleinsten Schltissel enthalt, der grol3er oder gleich dem Schillssel

von p ist.
Beobachtungen:

1. Der symmetrische Nachfolger ¢ von p ist der am weitesten links stehende
Knoten im rechten Teilbaum von p.

2. Der symmetrische Nachfolger hat hochstens einen Nachfolger, welcher
der rechte ist.
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Auffinden des symmetrischen Nachfolgers

Beobachtung: Wenn p einen rechten Nachfolger hat, gibt es immer einen
symmetrischen Nachfolger.

e Zunachst gehen wir zum rechten Nachfolger von p.

e \on dort aus gehen wir solange jeweils zum linken Nachfolger, bis wir
einen Knoten ohne linken Nachfolger finden.

P
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ldee der L 6schoperation

Wir [6schen p, indem wir den Inhalt von p durch den seines symmetrischen
Nachfolgers ¢ ersetzen. Danach l6schen wir g.

Loschen von ¢ ist einfach, weil ¢ hochstens einen Nachfolger hat.

p | X p| Y
- ’\\ BN
* q
p p
s vl
/ N\ N\
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Die Methode fur das Finden des symmetrischen Nachfolgers

Da wir den symmetrischen Nachfolger ¢ anstelle von p loschen wollen,
bendotigen wir den Vorgangerknoten von q.

Dies leistet die Methode predOfSymSucc , die nur dann aufgerufen wird,
wenn p genau zwel Nachfolger hat.

private node predOfSymSucc (node p) {
If (p.right.left '= null) {

P = p.right;
while (p.left.left '= null)
p = p.left;
}
return p;
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Das Entfernen eines Knotens

. Zunachst suchen wir den zu entfernenden Knoten im Baum.

. Wenn der Knoten weniger als zwei Nachfolger hat, ist das Loschen
einfach.

. Wenn der Knoten genau 2 Nachfolger hat, ersetzen wir seinen Inhalt
durch den des symmetrischen Nachfolgers und loschen den
symmetrischen Nachfolger.

. Die Top-Level-Routine ist:

public void remove(int k) {
root = remove(root,k);
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Die Methode fur das L 0schen

private node remove(node p, int k) {
if (p == null) return p;
if (k < p.key)
p.left = remove(p.left, k);
else if (k > p.key)
p.right = remove(p.right, Kk);
else {
if (p.left == null)
return p.right;
if (p.right == null)
return p.left;
node g = predOfSymSucc(p);
if (Q == p) { /I rechter Nachfolger ist symmetrischer Nachfolger
p.key = p.right.key;
p.right = p.right.right;

}
else {
p.key = q.left.key;
g.left = g.left.right;
}
}
return p;
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Durchlaufreihenfolgen

e Eine weitere wichtige Operation auf Baumen ist das Durchlaufen aller
Knoten.

e Das Traversieren eines Baums ist beispielsweise notwendig, wenn die
Elemente eines Baums ausgedruckt, kopiert oder modifiziert werden
sollen.

e Die drei wichtigsten Durchlaufreihenfolgen fur Binarbaume sind:

— Inorder

— preorder

— postorder
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Charakterisierung der Durchlaufreihenfolgen

Ausgehend von der Wurzel p eines Baums sind die Durchlaufreihenfolgen wie
folgt rekursiv definiert.

Inorder: Erst wird der linke Teillbaum von r traversiert, dann wird r
bearbeitet, danach wird der rechte Teilbaum von r bearbeitet.

Preorder: Erst wird die Wurzel bearbeitet, dann wird der linke und
anschlieRend der rechte Teilbaum traversiert.

Postorder: Erst wird der linke und dann der rechte Teillbaum traversiert.
Anschliel3end wird die Wurzel bearbeitet.
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Der Inorder-Durchlauf

Die Durchlaufreinenfolge ist: erst linker Teilbaum, dann Wurzel, dann rechter
Teilbaum:

public void inOrder(){
this.inOrder(this.root);

}
private void inOrder(node p){
if (p = null){
InOrder(p.left);
System.out.printin(p.key);
inOrder(p.right);
}
}

Die anderen beiden Durchlaufreinenfolgen werden analog implementiert.
22



Beispiel

Preorder:
17,11, 7,14, 12, 22

Postorder:
7,12, 14, 11, 22, 17

Inorder:
7,11,12, 14,17, 22
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Nichtrekursive Varianten mit gef adelten B aumen

|17
Wurzel — 157
A A
I
i
11 | 22
N | o
_/ Tlx : ....................
[ o 14 |
‘|1 o AN
C__ | A L __ |
/
12 |
RS
L_|

Rekursion kann vermieden werden, wenn man anstelle der
null -Referenzen sogenannte Fadelungszeiger auf die Vorganger
bzw. Nachfolger verwendet.



Sortieren mit naturlichen Suchb aumen

ldee: Bau flUr die Eingabefolge einen natirlichen Suchbaum auf und gib die
Schlissel in symmetrischer Reihenfolge (Inorder) aus.

Bemerkung: Abhangig von der Eingabereihenfolge kann der Suchbaum
degenerieren.

Komplexit at: Abhangig von der internen Pfadlange
Schlechtester Fall:  Vorsortierung = Q(n?) Schritte.

Bester Fall: Ausgeglichener Suchbaum (Analyse ahnlich wie die des
mittleren Falles von binarer Suche) = O(nlogn) — mit Faktor 1 vor

nlogn

Mittlerer Fall: ?
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Aufwand flr den Average Case

Zweli alternative Vorgehensweisen:

1. Random-Tree-Analyse, d.h. Mittelwert tGber alle moglichen Permutationen
der einzufiigenden Schlissel.

2. Gestaltanalyse, d.h. Mittelwert tber alle moglichen Baume mit n
Schlusseln.

Unterschied:

1. ~ 1.386nlog, n — 0.846m + O(logn).
. &=n-y/m+ 0(n)
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Ursache fir den Unterschied

3,2,1 3,1,2 1,3,2 1,2,3 2,1,3und 2,3,1

— Bei der Random-Tree-Analyse werden ausgeglichene B aume haufiger
gezahlt.
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Random-Tree-Analyse (1): Interne Pfadl ange

Rekursive Definition:

1. Ist ¢ der leere Baum, so ist
I(t) =0.

2. Fur einen Baum mit mit Wurzel ¢, linkem Teilbaum ¢;, und rechtem
Teilbaum t,. gilt:

I(t) == I(t;) + I(t.) + Zahl der Knoten von ¢.

Offensichtlich gilt:

I(t) = > (Tiefe(p) + 1)

p
mit p Knoten von ¢
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Zufallige B aume

Seien oBdA die Schltissel {1,...,n} einzfigen.
Sei ferner sq,..., s, eine zufallige Permutation dieser Schllssel

Somit ist die Wahrscheinlichkeit P(s; = k), dass s; gerade den Wert k
hat, genau 1/n.

Wenn k der erste Schlissel ist, wird k& zur Wurzel .

Dann enthalten der linke Teilbaum £ — 1 Elemente (namlich die
Schlussel 1, ...k — 1) und der rechte Teilbaum n — k& Elemente (d.h. die
Schlussel £+ 1,...n).
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Erwartete interne Pfadl ange

EI(n) : Erwartungswert fir die interne Pfadl  ange eines zuf allig
erzeugten bin aren Suchbaums mit n Knoten

Offensichtlich gilt:

EI(0) = 0
EI(1) = 1
El(n) = %i(EI(k—l)—FEI(n—k)—Fn)

= n+ %(iEl(k— 1)—|—iEl(n—k))
k=1 k=1

Behauptung: FEI(n) =~ 1.386nlog, n — 0.846n + O(logn).

30



Bewels (1)

ElIln+1) = (n+1)+nil-zn:EI(k:)
k=0
und daher
(n+1)-Elln+1) = (n+1)2+2-zn:E[(k)
k=0
n-FEl(n) = n2+2-nz_:EI(k’)
k=0

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

(n+1)FEIn+1)—n-FElI(n) = 2n+1+2-FEIl(n)
n+1)EIn+1) = (n+2)EI(n)+2n+1
Eln+1) = 2241 %2000,

n-+1 n-+1
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Bewels (2)

Durch vollstandige Induktion tber n kann man zeigen, dass fir alle n > 1 qgilt:
ElI(n)=2(n+1)H, —3n

H,=1+ % + ..k % Ist die n-te harmonische Zahl, die wie folgt abgeschatzt

werden kann:
1

1
H, =1 L O(=
nn+7+2n+ (nz)

Dabei ist v = 0.5772... die sogenannte Eulersche Konstante.
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Beweis (3)

Damit ist
1
ElIn)=2nlnn—(3—-2v) - n+2Inn+1+4+2y+4+ 0O(—)
n
und daher
Bl 21
(n) = 2lnn—(3—2v)+ LRI
n n
2 2 Inn
= -1 —(3—-2
og, ¢ 082" (B=27)+—
21 2 21
= 2610 logomn — (3 —27) + eI
logyp e
2lnn
~ 1.386log,n — (3 —2v) + + ...

n
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Beobachtungen

Suchen, Einfligen und Entfernen  eines Schlissels ist bei einem
zufallig erzeugten bin aren Suchbaum mit n Schlisseln im Mittel in
O(log, n) Schritten moglich.

Im schlechtesten Fall kann der Aufwand jedoch Q(n) betragen.

Man kann nachweisen, dass der mittlere Abstand eines Knotens von
der Wurzel in einem zuf allig erzeugten Baum nur etwa 40% Uber
dem Optimum liegt.

Die Einschr ankung auf den symmetrischen Nachfolger
verschlechtert jedoch das Verhalten .

Fuhrt man in einem zuféllig erzeugten Suchbaum mit n Schlisseln »n?
Update-Operationen durch, so ist der Erwartungswert flr die
durschnittliche Suchpfadl ange lediglich ©(y/n).
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Typischer Bin arbaum flr eine zuf allige Schllisselsequenz

ﬁ( IS ,‘ W,

D




Resultierenter Bin arbaum nach n? Updates
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AVL-B aume

Schopfer: Adelson-Velskii und Landis (1962)

Suchen, Einfligen und Entfernen eines Schllssels in einem zufallig
erzeugten Suchbaum mit n Schlisseln ist im Mittel in O(log, n) Schritten
ausfuhrbar.

Der Worst Case liegt jedoch bei Q2(n).

Idee von AVL-B aumen: Modifizierte Prozeduren zum Einfigen und
Loschen, die ein Degenerieren des Suchbaums verhindern

Ziel von AVL-Baumen: Hohe sollte O(log, n) und das Suchen, Einfligen
und L 6schen sollte in logarithmischer Zeit maoglich sein.
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Definition von AVL-B aumen

Definition: Ein binarer Suchbaum heif3t AVL-Baum , wenn flr jeden Knoten
v gilt, dass sich die Hohe des rechten Teilbaumes k(7)) von v und die
Hohe des linken Teilbaumes A (7;) von v um maximal 1 unterscheiden

Balancegrad: bal(v) = h(T}) — h(T}) € {—1,0,1}
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Beispiele

AVL-Baum kein AVL-Baum AVL-Baum
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Eigenschaften von AVL-B aumen

e AVL-Baume konnen nicht zu linearen Listen degenerieren.

e AVL-Baume mit n Knoten haben eine Hohe von O(logn).
Offenbar gilt:

e Ein AVL-Baum der Hohe O hat O Blatter

e Ein AVL-Baum der Hohe 1 hat 1 Blatt

e ein AVL-Baum der HOhe 2 mit minimaler Blattzahl hat 1 Blatt

e Wieviele Blatter hat ein AVL-Baum der Hohe h mit minimaler Blattzahl?
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AVL-B aume mit minimaler Blattanzahl

AT i

Hohe 1 Hohe 2 Hohe 3
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Minimale Blattanzahl von AVL-B aumen mit H 6he h

h h+ 2

h+1

Y Y

Folgerung: Ein AVL-Baum der Hohe h hat mindestens F}, Blatter mit

Fo = 0
F, = 1
Fiqo = Fi1+F

~ F 1st die i-te Fibonacci-Zahl .
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Minimaler AVL-Baum der H ohe 9

R
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Hbohe eines AVL-Baumes

Satz: Die HOhe h eines AVL-Baumes mit n Blattern (und n — 1 inneren
Knoten) betragt hochstens, 1.44... -log, n + 1, d.h.

h<1.44...log,n+ 1.

Beweis: Fur die Fibonacci-Zahlen qgilt:

h+1 h+1
1_
Fy, ! <1+\/5> ( ﬁ) ~0.7236...-1.618..."

/5 2 2
Wegen
n> F, ~0.7236...-1.618..."
folgt somit
h < ! -loan—log20'7236”'§1.44...-10g2n—|—1.

— log, 1.618. .. log, 1.618. ..
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Einflgen in einen AVL-Baum

e Bel jeder Modifikation des Baums mussen wir garantieren, dass die
AVL-Baum-Eigenschaft erhalten bleibt.

Ausgangssituation: Nach Einfligen von 5:

Problem: Wie konnen wir den neuen Baum so modifizieren, dass ein
AVL-Baum daraus entsteht?
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Speichern des Balancegrads in den Knoten

e Um die AVL-Baum-Eigenschaft wiederherzustellen, gentgt es, in jedem
Knoten den Balancegrad mitzufihren.

e Laut Definition gilt
bal(p) = h(p.right) — h(p.left) € {—1,0,1}.

Beispiel:
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Die verschiedenen Situationen
beim Einfligen in den AVL-Baum

1. Der Baum ist leer :

Offensichtlich sind wir fertig.
2. Der Baum ist nicht leer und die Suche endet bei einem Knoten p.
Wegen bal(p) € {—1,0, 1} muss gelten, dass entweder

e der linke Nachfolger von p leer und der rechte Nachfolger ein Blatt ist
(Fall 1) oder

e der rechte Nachfolger von p leer und der linke Nachfolger ein Blatt ist
(Fall 2) oder

e p ein Blatt ist (Fall 3).
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Die Falle 1 und 2

Fall 1: [bal(p) = +1] und x < p.key, da Suche bei p endet.

P +1 p 0
— fertig!

Fall 2: [bal(p) = —1] und = > p.key, da Suche bei p endet.

p -1 D 0
— fertig!

Beide F alle sind unkritisch . Die Hohe des Teilbaums , in dem p sich
befindet, andert sich nicht .
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Der kritische Fall 3

e Wenn p ein Blatt ist, andert sich die H 6he des Tellbaums , in dem p
sich befindet, um 1.

e Deswegen andern sich auch die Balancegrade oberhalb von p.

e Wiederum unterscheiden wir, ob wir den neuen SchllUssel als rechten
oder linken Nachfolger einfligen mussen:

bal(p) = 0N x > p.key| bal(p) =0 A x < p.key]

p@O p@O P —1

—

e In beiden Fallen bendtigen wir eine Prozedur upin(p), die den Suchpfad
zuruckl auft, die Balancegrade pruft und Umstrukturierungen (so

genannte Rotationen oder Doppelrotationen ) durchfihrt.
49



Fall 3: Die Prozedur upin(p)

Wenn upin(p) aufgerufen wird, ist stets bal(p) € {1, —1} und die HGhe
des Teilbaums mit Wurzel pistum 1 gewachsen .

upin(p) startet bei p und geht schrittweise nach oben  (ggf. bis zur
Wurzel).

In jedem Schritt wird dabei versucht, die AVL-Baum-Eigenschatft
wiederherzustellen.

Wir konzentrieren uns im folgenden auf die Situation, dass p linker
Nachfolger seines Vorgangers op Ist.

Die Situation, dass p rechter Nachfolger seines Vorgangers op ist, kann
analog behandelt werden.
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Fall 3.1: bal(yp) =1

Wiederum unterscheiden wir drei Falle:

1. Der Vorganger pp hat den Balancegrad +1. Da sich die HoOhe des
Teilbaums mit Wurzel p als linker Nachfolger von ¢op um 1 erhoht hat,
genugt es, den Balancegrad von ¢p auf 0 zu setzen:

©p +1 ©p 0

p — p fertig!
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Fall 3.2: bal(pp) =0

2. Der Vorganger ¢p hat den Balancegrad 0. Da sich die Hohe des
Teilbaums mit Wurzel p als linker Nachfolger von ¢p sich um 1 erhoht hat,
andert sich der Balancegrad von pp auf —1. Da sich gleichzeitig die HOhe
des Teibaums mit Wurzel pop verandert hat, missen wir upin rekursiv mit

wp als Argument aufrufen.

p — p upin(ep)
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Der kritische Fall 3.3:  bal(¢p) = —1

©p —1

Wenn bal(pp) = —1 und die HOhe des linken Teilbaums p von pp um 1
gewachsen ist, muss die AVL-Baum-Eigenschaft in ¢p verletzt sein.

In diesem Fall missen wir den Baum umstrukturieren

Erneut unterscheiden wir zwei F alle, ndmlich bal(p) = —1 (Fall 3.3.1)
und bal(p) = +1 (Fall 3.3.2).

Da wir upin(pp) rekursiv ausfihren, muss gelten, dass bal(p) # 0, da wir

andernfalls bei p bereits abgebrochen hatten (Fall 3.1).
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Fall 3.3.1: bal(¢p) = —1 A bal(p) = —1

Rotation fertig!

nach rechts
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Ist der resultierende Baum
noch ein Suchbaum?

Es muss garantiert sein, dass der resultierende Baum die
1. Suchbaumeigenschaft und die
2. AVL-Baum-Eigenschaft erfallt.

Suchbaumeigenschaft: Da der urspriingliche Baum die
Suchbaumeigenschaft erflllt, muss gelten:
e Alle Schlussel in Baum 1 sind kleiner als .
e Alle Schlussel in Baum 2 sind gr 0f3er als = und kleiner als .

e Alle Schlissel in Baum 3 sind gr 03er als y (und x).

Daher erfullt auch der resultierende Baum die Suchbaumeigenschatt.
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Ist der resultierende Baum balanciert?

AVL-Baum-Eigenschaft: Da der ursprtingliche Baum ein AVL-Baum war,
muss gelten:

e Wegen bal(pp) = —1 haben Baum 2 und Baum 3 die gleiche H Ghe
h—1.

e Wegen bal(p) = —1 nach dem Einfiigen, hat Baum 1 die H6he h,
wahrend Baum 2 die HOohe A — 1 hat.

Damit gilt nach der Rotation:

e Der Knoten, der y enthalt, hat Balancegrad 0.

e Der Knoten ¢p hat Balancegrad 0.

Somit ist der AVL-Baum-Eigenschaft wieder hergestellt
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Fall 3.3.2: bal(¢p) = —1 Abal(p) =1

Doppel-
PP fertig!

rotation

links-rechts

h—1 h—-1 h-2 h-1
h—2 h-—1

h—1 h—1 h-2
h—2 h-—1
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Eigenschaften der Teilbo aume

1. Der neue Schlissel muss in den rechten Teilbaum von p eingefligt
worden sein.

2. Die Baume 2 und 3 mussen unterschiedliche Hohe haben, weil sonst die
Methode upin nicht aufgerufen worden ware.

3. Die einzig mogliche Kombination der Hohen in den Baumen 2 und 3 ist
somit (h — 1,h — 2) und (h — 2, h — 1), sofern sie nicht leer sind.

4. Wegen bal(p) = 1 muss Baum 1 die Hohe h — 1 haben.

5. Schlie3lich muss auch Baum 4 die Hohe h — 1 haben (wegen
bal(¢p) = —1).

Somit erfullt der resultierende Baum ebenfalls die AVL-Baum-Eigenschatft.
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Suchbaumeigenschaft

Es qgilt:
1. Die Schltssel in Baum 1 sind samtlich kleiner als x.
2. Die Schlussel in Baum 2 sind samtlich kleiner als y aber grof3er als =.
3. Die Schlissel in Baum 3 sind alle grof3er als y und = aber kleiner als =.
4. Die Schlissel in Baum 4 sind alle groRer als z, y und z.

Daher hat auch der durch die Doppelrotation entstandene Baum die
Suchbaumeigenschatft.
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Hinwelse

Wir haben lediglich den Fall betrachtet, dass p linker Nachfolger seines
Vorgangers op Ist.

Der Fall, dass p rechter Nachfolger seines Vorgangers op ist, kann
analog behandelt werden.

Um die Methode upin(p) effizient zu implementieren, miissen wir bei der
Suche nach der Einflgestelle des neuen Schliissels eine Liste aller
besuchten Knoten anlegen.

Dann konnen wir diese Liste bei den rekursiven Aufrufen nutzen, um
jewells zum Vorganger tberzugehen und ggf. die erforderlichen
Rotationen oder Doppelrotationen auszufihren.
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Das Einflgen in einen nicht leeren AVL-Baum

1. bal(p) = +1 Az < p.key ~ Anh@ngen links von p, fertig.
2. bal(p) = —1 Az > p.key ~> Anh@ngen rechts von p, fertig.
3. pist Blatt, d.h. jetzt gilt bal(p) € {—1,+1} ~ upin(p)

Die Methode upin(p):

1. pist linker Nachfolger von  ¢p
(@) bal(ep) = +1 ~ bal(pp) = 0, fertig.
(b) bal(pp) =0~ bal(pp) = —1, upin(pp)

(c) i. bal(pp) = —1 A bal(
ii. bal(pp) = —1 A bal(

— —1 ~» Rotation nach rechts , fertig.

p)
p) = 1 ~» Doppelrotation links-rechts , fertig.

2. p ist rechter Nachfolger von  op.
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Ein Beispiel (1)

Ausgangssituation:
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Ein Beispiel (2)

Einfligen von Schlitssel 9:

AVL-Baum-Eigenschatft ist verletzt!
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Ein Beispiel (3)

Linksrotation bei xp liefert:
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Ein Beispiel (4)

Einflgen von 8 mit anschliel3ender Doppelrotation liefert:

S
links-rechts
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Entfernen aus einem AVL-Baum

e Wie gehen ahnlich vor wie bei Suchbaumen:
1. Suche nach dem zu entfernenden Schlissel.
2. Falls der Schlissel nicht enthalten ist, sind wir fertig.

3. Andernfalls unterscheiden wir drei Falle:

(a) Der zu loschende Knoten hat keine Nachfolger.
(b) Der zu loschende Knoten hat genau einen Nachfolger.
(c) Der zu loschende Knoten hat zwei Nachfolger.

e Nach dem Loschen eines Knotens kann ggf. die AVL-Baum-Eigenschatft
verletzt sein (wie beim Einflugen).

e Dies muss entsprechend behandelt werden.
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Fall 1: Der zu | 6schende Knoten ist ein Blatt

e Falls der zu I6schende Knoten nicht der einzige Knoten im Baum watr,
muss er, da er ein Blatt war, wenigstens einen Vorganger p haben.

e Welil der geloschte Knoten ein Blatt war, hat der Teilbaum mit Wurzel p
die Hohe 2 oder 3 haben.

e Entsprechend muss der andere Teilobaum von p mit Wurzel ¢ die Hohe 0, 1
oder 2 haben.
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Loschen eines Blattes

Hat der Teilbaum mit Wurzel ¢ die HOhe 1, so verandert sich der Balancegrad von
p auf +1 oder —1, je nachdem auf welcher Seite von p das geloschte Blatt war.

Gleichzeitig hat sich die HOhe von p nicht verandert und wir sind fertig .

Hat der Teilbaum mit Wurzel ¢ die Hohe 0, so andert man die Balance von von p
von +1 oder —1 auf 0.

Daraus folgt, dass die Hohe des Teilbaums mit Wurzel p gesunken sein muss.

Wir rufen daher eine Methode upout(p) auf, welche die AVL-Ausgeglichenheit
wiederherstellt.

Hat der Teilbaum mit Wurzel ¢ die Hohe 2, d.h. war ¢ kein Blatt, dann fihren wir
eine Rotation oder Doppelrotation aus.

Dabei kann es passieren, dass die Hohe der neuen Wurzel r dieses Teilbaums
um 1 gesunken ist, so dass wir upout(r) aufrufen missen, um die
AVL-Baum-Eigenschaft wiederherzustellen.
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Situation 1, falls H 6he von ¢ =2

Rotation nach rechts und upout(q).
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Situation 2, falls H 6he von ¢ =2

Rotation nach rechts
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Situation 3, falls H 6he von ¢ = 2

Doppelrotation links-rechts und upout(s)

Hinweis: Die weiteren Situationen sind symmetrisch zu den bisher
geschilderten.
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Fall 2: Der zu | 6schende Knoten hat genau einen Nachfolger

e Sei g der einzige Nachfolger des zu | 0schenden Knotens p.

e Wegen der AVL-Baum-Eigenschaft muss ¢ ein Blatt sein.

e Wir ersetzen den Inhalt von p durch den Inhalt von ¢ und I6schen g.
e Damit ist jetzt p ein Blatt.

e Da die HOhe des Teilbaums mit Wurzel p um 1 gesunken ist, rufen wir
die Methode upout(p) auf, um ggf. die AVL-Baum-Eigenschaft
wiederherzustellen.

7-%

Aufruf von upout(p)

12



Der Fall 3: Der zu | 6schende Knoten hat genau 2 Nachfolger

e Wir gehen zunachst so vor, wie bei Suchbaumen:

1. Wir ersetzen den Inhalt des zu | 6schenden Knotens p durch den
seines symmetrischen Nachfolgers ¢.

2. Danach l6schen wir den Knoten g.

e Da ¢ hochstens einen Nachfolger (den rechten) haben kann, treffen
fir ¢ die Falle 1 und 2 zu .

73



Die Methode upout

Die Methode upout funktioniert ahnlich wie die Methode upin.

Sie wird entlang des Suchpfads rekursiv aufgerufen und adjustiert die
Balancegrade durch Rotationen und Doppelrotationen.

Wenn upout flr einen Knoten p aufgerufen wird, gilt (s.0.):

1. bal(p) =0

2. Die HOhe des Teilbaums mit Wurzel p ist um 1 gefallen.

upout wird nun so lange rekursiv aufgerufen, wie diese beiden
Bedingungen gelten (Invariante).

Wiederum unterscheiden wir 2 Falle, abhangig davon, ob p linker oder
rechter Nachfolger seines Vorgangers op ist.

Da beide Falle symmetrisch sind, behandeln wir im Folgenden nur den

Fall, dass p linker Nachfolger von op ist.
74



Fall 1.1: p ist linker Nachfolger von  op und bal(pp) = —1

upout(¢p)

e Da die HOhe des Teilbaums mit Wurzel p um 1 gesunken ist, andert sich
die Balance von ¢p zu 0.

e Damit ist aber die HOhe des Teilbaums mit Wurzel ¢op um 1 gesunken und
wir mussen upout(pp) aufrufen (die Invariante gilt jetzt fur pp!).
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Fall 1.2: p ist linker Nachfolger von  op und bal(ypp) = 0

e Da sich die HOhe des Teillbaums mit Wurzel p um 1 verringert hat, andert
sich die Balance von ¢p zu 1.

e Anschliel3end sind wir fertig, well sich die Hohe des Teilbaums mit Wurzel
wp nicht geandert hat.
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Fall 1.3: pist linker Nachfolger von  ¢p und bal(pp) = +1

e Der rechte Teilbaum von pp war also vor der Loschung bereits um 1
grof3er als der linke.

e Somit ist jetzt in dem Teilbaum mit Wurzel ¢p die AVL-Baum-Eigenschaft
verletzt.

e Wir unterscheiden drei Falle entsprechend dem Balancegrad von g.
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Fall 1.3.1: bal(q) =0

—

Rotation fertig!

nach links
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Fall 1.3.2: bal(q) = +1

—
Rotation upout(r)

nach links

e Erneut hat sich die Hohe des Teilbaums um 1 verringert, wobei bal(r) = 0
(Invariante).

e Wir rufen also upout(r) auf.
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Fall 1.3.3: bal(q) = —1

—
Doppel-
rotation

rechts—links

e Wegen bal(q) = —1 muss einer der Bdume 2 oder 3 die Hohe h besitzen.

e Deswegen ist auch in diesem Fall die Hohe des gesamten Teilbaums um
1 gefallen, wobei gleichzeitig bal(r) = 0 gilt (Invariante).

e Wir rufen also wieder upout(r) auf.
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Beobachtungen

Anders als beim Einfagen, kann es beim Loschen vorkommen, dass auch
nach einer Doppelrotation die Methode wupout rekursiv aufgerufen
werden muss.

Daher reicht 1.Allg. eine einzelne Rotation oder Doppelrotation nicht
aus, um den Baum wieder auszugleichen.

Man kann Beispiele konstruieren, in denen an allen Knoten entlang
des Suchpfads Rotationen oder Doppelrotationen ausgefuhrt werden
mussen.

Wegen h < 1.44...log,(n) + 1 gilt aber, dass das Entfernen eines
SchlUssels aus einem AVL-Baum mit  n Schlisseln in h O0chstens
O(logn) Schritten ausfuhrbar ist.

AVL-Baume sind eine worst-case-effiziente Datenstruktur flur das

Suchen, Einfigen und L 06schen von Schlisseln
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Bruder-B aume

|dee:

Innere Knoten durfen auch nur einen Nachfolger haben
Solche Knoten heil3en unare Knoten .

Durch Einfligen der un aren Knoten erreicht man, dass alle Bl atter
dieselbe Tiefe haben.

Zu viele un are Knoten flhren jedoch zu entarteten B aumen mit
grof3er H 6he und wenigen Bl attern .

Man verhindert das Entarten , indem man eine Bedingung an so
genannte Bruderknoten stellt.

Zwei Knoten heil3en Brlder , wenn sie denselben Vorg anger haben .
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Definition von Bruder-B aumen

Definition: Ein binarer Baum heif3t ein Bruder-Baum , wenn jeder innere
Knoten einen oder zwei Nachfolger hat, jeder un are Knoten einen
binaren Bruder hat und alle Bl atter dieselbe Tiefe haben.

04 A0

Bruder—Baum kein Bruder-Baum kein Bruder-Baum Bruder-Baum
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Beobachtungen

Ist ein Knoten p der einzige Nachfolger seines Vorgangers, so ist p ein
Blatt oder binar. Von zwei Nachfolgern eines binaren Knotens kann
hochstens einer unar sein.

Offensichtlich ist die Anzahl der Blatter eines Bruder-Baumes stets um 1
grol3er als die Anzahl der binaren (inneren) Knoten.

Ebenso wie flr AVL-Baume gilt auch flr Bruder-Baume: Ein
Bruder-Baum mit Hohe h hat wenigstens F}, Blatter.

Entsprechend hat ein Bruder-Baum mit »n Blattern und (n — 1) inneren
Knoten eine Hohe h < 1.44...log, n.
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Bruder-B aume als Suchb aume

Eine Moglichkeit Bruder-Baume als Suchbaume zu verwenden sind die so
genannten 1-2-Bruder-Baume:

e Nur binare Knoten enthalten Schliissel.

e Die Schlussel im linken Teilbaum eines Knotens p sind alle kleiner als der
Schlussel in p. Umgekehrt sind alle Schlissel im rechten Teilbaum von p

grof3er als der von p.

e Unare Knoten enthalten keine Schliissel.
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Einschub: a-b-Baume

Definition: Ein a-b-Baum ist ein Baum mit folgenden Eigenschaften:

1. Jeder innere Knoten hat mindestens « und h 6chstens b
Nachfolger .

2. Alle Bl atter haben die gleiche Tiefe

3. Jeder Knoten mit ¢ Nachfolgern enth alt genau ¢ — 1 Schlissel .

Bemerkungen:
1. Bruder-Baume sind spezielle 1-2-Baume.

2. Die spater behandelten B-Baume sind [m/2]-m-Baume (m > 2).
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Operationen auf Bruder-B aumen (1)

Suchen: Im Prinzip analog zu binaren Suchbaumen. Stol3t man auf einen
unaren Knoten, fihrt man die Suche bei dessen Nachfolger fort.
Einflgen: Beim Einflugen geht man anders vor als bei Suchbaumen:

e Da alle Blatter die gleiche HOhe haben, kann man einen neuen
Knoten nicht einfach anhangen.

e Stattdessen versucht man, unare in binare Knoten umzuwandeln.

e Gelingt dies nicht, geht man stufenweise nach oben und versucht dort,
durch geeignete Transformationen den Knoten einzuftigen.

e Im schlimmsten Fall kommt man bis zur Wurzel und muss dann einen
neuen Knoten zur Wurzel machen.
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Operationen auf Bruder-B  aumen (2)

e Bruder-Baume wachsen demnach an der Wurzel und nicht an den
Blattern.
Loschen: Beim Loschen geht man ahnlich vor wie bei binaren Suchbaumen:

e Gegebenenfalls muss man das Loschen auf das Loschen des
symmetrischen Nachfolgers reduzieren.

e Ausgehend von dem zu loschenden Knoten geht man dann rekursiv
entlang des Suchpfads (ahnlich wie bei AVL-Baumen) im Baum nach
oben, um die Bruder-Baum-Eigenschaften wiederherzustellen.

e Dabel muss man schlimmstenfalls bis zur Wurzel laufen.

e Damit kann man auch bei Bruderbaumen die Operationen Suchen,
Einfligen und Loschen in O(log n) durchfuhren.
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Analytische Betrachtungen

e 1-2-Bruder-Baume enthalten i.Allg. unare Knoten, die keine Schlissel
speichern.

e Wieviele konnen das sein?

e FuUr aufeinanderfolgende Levels sind lediglich folgende Konfigurationen
moglich:

Niveaul:
Niveaul + 1:

(1) 2) 3)
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Wieviele Schlissel sind in einem 1-2-Bruder-Baum?

e FUr jeden un aren Knoten auf Niveau [ muss es einen bin aren Bruder
auf demselben Niveau geben.

e Zulassige Kombinationen der Konfigurationen sind demnach:

Konfiguration U

2) 2

(3) 3

(1) und eine Konfig. aus (2) £
(1) und (3) 4

mit
B Anzahl von birare Knoten auf Niveauund!] + 1
~ Anzahl Knoten insgesamt auf Niveaund! + 1

e Folglich sind wenigstens % aller Knoten in einem 1-2-Bruder-Baum

bin ar und enthalten Schlissel.
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Konsequenzen

Offensichtlich werden beim Einflgen von n Schiisseln in einen anfangs
leeren Teilbaum hochstens g - Knoten erzeugt.

Man kann nachweisen, dass bei der Einflgung eines neuen Knoten beim
rekursiven Entlanglaufen des Suchpfads stets gestoppt wird, wenn kein
neuer Knoten erzeugt wird.

Also ist die durchschnittliche Anzahl der notwendigen
Transformationen bei einer Einfigung in einen 1-2-Bruder-Baum
konstant .

Fir AVL-Baume ist die Herleitung einer entsprechenden Aussage
wesentlich schwieriger.

Zwar stoppt die Methode upin nach einer Rotation oder Doppelrotation,
allerdings ist nicht klar, wie weit man nach oben laufen muss.
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B-Baume

Motivation:

e Bisher waren wir davon ausgegangen, dass die durch Baume
strukturierten Daten im Hauptspeicher Platz finden.

e In der Praxis (z.B. in Datenbanken) ist man jedoch haufig gezwungen, die
Daten und auch die Schltissel auf externen Medien (heute in der
Regel Festplatten) abzulegen

e Ziel von B-B aumen ist, die Anzahl der Zugriffe auf das externe
Medium zu reduzieren .
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Definition der B-B aume

Definition: Ein Baum heil3t B-Baum der Ordnung m, wenn die folgenden
Eigenschaften erfullt sind.

1. Jeder Knoten mit Ausnahme der Wurzel enth alt mindestens
m /2] — 1 Daten. Jeder Knoten enth alt h 6chstens m — 1 Daten.
Die Daten sind sortiert.

2. Knoten mit k£ Daten z1,...,x; haben k + 1 Referenzen auf
Teilb aume mit Schllsseln aus den Mengen

{—c0...;x1—1} {141, ... x0—1}, oo {1 +]1, ..o —1}, {xk+1, ... 00}.

3. Die Referenzen, die einen Knoten verlassen, sind entweder alle
null -Referenzen oder alle Referenzen auf Knoten

4. Alle Bl atter haben gleiche Tiefe
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Ein Beispiel

Hinweis: Im Kontext von B-B aumen sind null -Referenzen durch [
dargestellt .

Beobachtung: Dieser Baum hat 7 Schlissel und 8 null -Referenzen.

94



Anzahl der null -Referenzen

Behauptung: Die Anzahl der null-Referenzen ISt stets um eins grofer
als die Anzahl der Schltssel in einem B-Baum.

Beweis:

Induktionsverankerung: Der leere B-Baum enthalt eine null -Referenz
aber keinen Knoten.

Induktionsvoraussetzung:  Die Aussage gelte fur alle B-Baume mit
hochstens n — 1 Schlisseln.

Induktionsschluss:  Sei p die Wurzel eines B-Baums mit n Schltisseln.
Angenommen p hat £ — 1 SchlUssel und £ Teilbaume mit [, ...,
Schlisseln. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Summe der
null -Referenzen in den Teilbaumen genau



Hbhe eines B-Baums

Um die Anzahl der in einem B-Baum mit H 0Ohe h gespeicherten
Schlissel abzuschatzen, genligt es also, die Anzahl der
null -Referenzen zu bestimmen .

Offensichtlich ist die HOhe maximal , wenn in der Wurzel lediglich ein
und in jedem weiteren Knoten genau | % | — 1 Schlissel enthalten
sind.

Die minimale Anzahl von null -Referenzen ist somit

h—1
Nin = 2 |7T—‘ .
2

Ist ein B-Baum mit N Schliisseln und H 6he h gegeben, so hat er
(N + 1) null -Referenzen und es muss gelten:

2
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Konsequenzen

e B-Baume haben demnach auch die fur balancierte Baume typische
Eigenschaft, dass die HOhe logarithmisch beschr ankt ist in der Anzahl
der gespeicherten Schitssel

e FUr m = 199 haben B-Baume mit 1.999.999 Schlisseln hochstens die
Hohe 4.
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Suchen In elnem B-Baum

Um einen SchllUssel in einem B-Baum zu suchen, verfahren wir wie folgt:

1. Ausgehend von der Wurzel prifen wir, ob der gesuchte Schlussel sich in
dem gerade betrachteten Knoten befindet.

2. Ist das nicht der Fall, bestimmen wir den kleinsten Schllssel der grol3er
als der gesuchte ist.

e Existiert dieser Schllssel, gehen wir zum Nachfolger-Knoten links von
diesem Schltssel Uber.

e Existiert der Schltissel nicht, gehen wir zum letzten Nachfolger-Knoten
Uber.

3. Wenn wir bei einer null -Referenz landen, ist die Suche erfolglos.
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Suche innerhalb eines Knotens

Hier sind prinzipiell verschiedene Verfahren denkbar:
e lineare Suche
e binare Suche

Allerdings beeintrachtigt die Suche innerhalb eines Knotens die Rechenzeit
eher wenig, weil diese hauptsachlich durch die Anzahl der Zugriffe auf den
Hintergrundspeicher (Festplatte) beeinflusst wird.
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Einflgen eines Schllssels in den B-Baum

Zunachst suchen wir die Stelle, an der der Schliissel x Im Baum
vorkommen sollte.

Ist die Suche erfolglos, endet sie in einem Blatt p an der erwarteten
Position von z.

Seien sq, ..., s; die in p gespeicherten Schlissel.

Wir unterscheiden 2 Falle:
1. Das Blatt ist noch nicht voll, d.h. [ < m — 1.
2. Das Blattistvoll, d.h. l =m — 1.
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Fall 1: Das Blatt ist noch nicht voll

e Wir figen z in dem Blatt p zwischen dem Schlisselpaar (s;, s;+1) ein, fur

das s; < x < s;11. Ist x kleiner als sy oder grof3er als s;, so fligen wir x
am Anfang oder am Ende ein.

e Dann setzen wir den Wert der ebenfalls einzufligenden
Nachfolgereferenz auf null

msm w ) = (s s s s )

Po Pi—1 Di D1 Po Pi—1 D D1
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Fall 2: Das Blatt ist voll und enth  alt genau m — 1 Schlissel

e Wir ordnen z in die Folge der Schltissel entsprechend der Ordnung ein.
e Seien kq,...,k,, die Schlussel in p in aufsteigender Reihenfolge in p.

e Wir erzeugen nun ein neues Blatt ¢ und verteilen die Schllssel so auf p
und g, dass p die Schlissel k1, . .., kp,,/21—1 und g die Schlissel
k[m/ﬂ—l—la oo ko, enthalt.

e Der Schlussel &, /21 wandert in den Vorganger op von p.

e Wenn 5 die Position von kr,, /o7 In pp ist, wird p;_; eine Referenz auf p
und p, eine Referenz auf q.

e Dieses Verfahren wird rekursiv fortgesetzt, bis wir an der Wurzel
angelangt sind und ggf. eine neue Wurzel mit einem Schlissel erzeugt
haben.
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Die Einflgeoperation

e (- )

/ teile(p)
b C by kppy-dkrgp ke 0 ke

A

4

v (kg )
[\

ky ""fr%w—D @f%Hl"' km

fob T NS T

und Zeile(pp), falls pp (nach Einfugen von k=) m Schlussel hat
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Ausgangssituation:

Ein Beispiel (2-3-Baum)
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Einfligen von 14

14

15

) *
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Auftellen des Blattes

[N\
1 3) (Ce6 ) (C12 ) (15 )
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Aufteillen der Wurzel

Ergebnis:
7 )
5/ ) C \14

1 3) (6 O (122 (15
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. dschen von Schlisseln aus einem B-Baum

e Das Loschen von Schltsseln ist leider wieder komplizierter als das
Einflgen.

e Beim Entfernen unterscheiden wir, ob der zu loschende Schllssel = aus
einem Blatt oder aus einem inneren Knoten gel  6scht werden soll

e Offensichtlich besteht das Problem, dass beim Loschen eines Schlissels
aus einem Knoten ein Underflow auftreten kann, d.h. dass in dem
Knoten zu wenig Schlussel vorhanden  sind.
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LOoschen aus einem Blatt

e Ein Blatt hat die Struktur
null, kq,...,null, k;,null,..., k;,null

e Wenn nun das Element mit Schlissel k; entfernt werden soll, so streicht
man einfach k; und die darauf folgende null -Referenz.

e Ein Underflow tritt auf, falls [ = [m /2] — 1 war.
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Entfernen aus einem inneren Knoten

Im Unterschied zum Loschen aus einem Blatt haben alle Referenzen
einen Wert ungleich null

Insbesondere existiert ein Nachfolger p; rechts von dem zu
|0schenden Schlissel k;.

Demnach ist der symmetrische (oder inorder) Nachfolger von k; im
durch p; referenzierten Teilbaum zu finden (analog zu bin aren
Suchb aumen).

Wegen der Ausgeglichenheit muss der symmetrische Nachfolger von
k; In einem Blatt sein.

Wir ersetzen nun k; durch seinen symmetrischen Nachfolger und
|0schen k; aus dem Blatt (erneut Fall 1) .
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Auffinden des symmetrischen Nachfolgers

[po kl Py - Pig ki Pi P kn pn]

VA TN

ki fur /

K. einsetzen / maximaler Linkspfad

[ki KL ]

Blatt
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Behandlung des Underflows

e Bei der Behandlung des Underflows sind wieder verschiedene Falle
moglich.

e Wir benotigen zwei Operationen:
1. das Ausgleichen (zwischen zwei Bruder-Knoten)

2. das Verschmelzen (von zwei Bruder-Knoten)
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Ausgleich zwischen Bruder-Knoten

Zwischen zwei Brudern p und ¢ wird ausgeglichen, wenn bei p ein
Underflow eintritt und ¢ mehr als [m /2] — 1 Schlissel enthalt.

Idee der Austauschoperation ist, aus ¢ einen Schlissel zu entfernen und
diesen in den Vorganger op (von p und g) zu einzufliigen. Aus op
entnehmen wir dann einen Schltssel, den wir in p einfligen.

Dies erfolgt so, dass die B-Baum-Eigenschaft erhalten bleibt.

Da das Problem symmetrisch ist, nehmen wir an, dass p linker Bruder
von q Ist.
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Die Ausgleichsoperation

p -
L K =

1. k; wird grof3ter Schiissel in Knoten p.
2. pé2) wird letzte Referenz in Knoten p.
3. k; wird in ¢p durch k' aus ¢ ersetzt.

Hinweis: Der Baum hat anschliel3end wieder die B-Baum-Eigenschatft.
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Ein Beispiel

3-6-Baum mit Underflow im zweiten Nachfolger der Wurzel:

27 40 20 40

5&” & b 6oL (56§88
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Das Verschmelzen von Bruder-Knoten

e Ein Knoten p wird mit einem seiner Bruder verschmolzen, wenn bei p ein
Underflow eintritt und kein direkter Bruder von p mehr als [m /2] — 1
Schlissel enthalt.

e ldee der Verschmelzungsoperation ist, aus p und seinem Bruder ¢ einen
neuen Knoten erzeugen. Zwischen die Schlissel von p und ¢ kommt
jedoch der entsprechende Schlissel aus dem Vorgangerknoten op.

e Danach hat der neue Knoten
(m/2] =24+ [m/2]| -1+1=2-[m/2] —2<m—1
Knoten.

e Allerdings haben wir aus pp einen Knoten entnommen, so dass dort
ggf. ein Underflow eintreten kann.

e Da das Problem symmetrisch ist, nehmen wir erneut an, dass p linker

Bruder von g ist.
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Die Verschmelzungsoperation

P Ky Py Py k.+1p.+1 Py Kn P

3

v \ N

I

@, @ 1) (1) 2 2)
{po k1 ...knl Pn, ki oX k1 ...knZ

pf@

mitn; = [m/2] —2und ny = [m/2] — 1
Das Vorgehen:
e k; aus pp wandert in den neuen Knoten.
e Der neue Knoten wird Nachfolger p; 1 in ¢p.

e p, wWird aus ¢p geloscht.
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Spezialfall Wurzel

e Die Verschmelzung wird rekursiv nach oben fortgesetzt, bis wir ggf. bei
der Wurzel ankommen.

e \Wenn wir dann aus der Wurzel den letzten Schliissel entfernen, haben
wir folgende Situation:

p Y

}// \\J

e Da die Wurzel keinen Schliissel mehr enthalt, konnen wir sie einfach
loschen und ihren einzigen Nachfolger als Wurzel verwenden.

e Die HOhe des B-Baums ist dann um 1 gesunken.
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Ein Beispiel fur eine Verschmelzung

3-6-Baum mit Underflow im zweiten Nachfolger der Wurzel:

o M é%”g&

1 2 3 6 7 8
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